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Tous les documents, ainsi que les téléphones, sont interdits. La présentation, la lisibilité, l'or-

thographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour

une part importante dans l'appréciation des copies.

Exercice 1. Soit (X,A, µ) un espace mesuré.

a) Soit f : (X,A) → R+ une fonction mesurable positive. Montrer que
∫
X
fdµ = 0 si et

seulement si f est nulle µ-p.p.

b) Soit f ∈ L 1
R(µ) une fonction intégrable. Montrer que f est nulle µ-p.p. si et seulement si

pour tout A ∈ A,
∫
A
fdµ = 0.

Exercice 2. Soit (X,A, µ) un espace mesuré, et f : (X,A) → R+ une fonction mesurable
positive. On pose pour tout A ∈ A

ν(A) =

∫
A

fdµ.

Montrer que ν est une mesure sur A.

Exercice 3. Soient (X,A, µ) un espace mesuré, et f ∈ L 1
R(µ).

a) Montrer que : ∫
X

|f |1{|f |>n}dµ −→
n→∞

0.

b) En déduire que : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀A ∈ A,

µ(A) ≤ δ ⇒
∫
A

|f |dµ ≤ ε.

c) Soit f : R → R borélienne et intégrable pour la mesure de Lebesgue. Soit F la fonction
dé�nie sur R par

F (x) =

{∫
[0,x]

fdλ, si x ≥ 0,

−
∫
[x,0]

fdλ, si x < 0.

Montrer que F est uniformément continue sur R.


